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4.4     ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ & ΑΝΙΣΩΣΕΙΣ ΠΟΥ  

           ΑΝΑΓΟΝΤΑΙ ΣΕ ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΕΣ 

 

ΣΧΟΛΙΑ – ΜΕΘΟ∆ΟΙ 

1. 

Στις κλασµατικές εξισώσεις 
Ε.Κ.Π ≠  0 
 

 

2. 

Στις κλασµατικές ανισώσεις 
α)     Ε.Κ.Π ≠  0 

β)    Για να κάνουµε απαλοιφή παρανοµαστών,  πρέπει το  Ε.Κ.Π  να έχει   

       σταθερό πρόσηµο 

γ)    Θυµάµαι την ιδιότητα :    
α
β

 > 0    ⇔     αβ  > 0 

δ)    ∆ιαγράφω τους θετικούς παράγοντες 

 

 

3. 

Στις  άρρητες 
Οι υπόριζες ποσότητες ≥  0 

 

 

4. 

Για να λύσω άρρητη  (εξίσωση ή ανίσωση) 

Υψώνω τα δύο µέλη σε κατάλληλη δύναµη,  µε τον περιορισµό ότι τα µέλη είναι ≥  0  

 

 

5. 

Αντίστροφες εξισώσεις  (αν έχουν ρίζα  ρ,  θα έχουν ρίζα και  τον  
1

ρ
 ) 

Γενική µορφή :   αx
4 
+ βx

3 
+ γx

2 
± βx + α = 0,   α≠  0   

∆ιαιρούµε τα δύο µέλη µε  2x  
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

 

1. 

Να λυθεί η εξίσωση       2x + 2 2x + 5
 + x  =  + 5

x 1 x + 1−
     

Προτεινόµενη λύση 

Ε.Κ.Π = (x – 1)(x + 1)≠ 0          

              x – 1≠ 0    και   x – 1≠ 0     

              x≠ 1   και   x≠ –1  

 

2x + 2 2x + 5
 + x  =  + 5

x  1 x + 1−
     ⇔      

(x + 2)(x + 1) + x
2
(x + 1)(x – 1)  =  (x –1)(2x + 5) + 5(x – 1)(x + 1) 

x
2
 + x + 2x + 2 + x

2
 (x

2
 – 1) = 2 x

2
 + 5x –2x – 5  + 5 (x

2
 – 1)  

x
2
 + 3x + 2 + x

4
 – x

2
  =  2x

2
 + 3x – 5 + 5 x

2
 –  5 

x
4 

– 7x
2 

+ 12 = 0         

Θέτουµε     x 
2 

= y,   οπότε   η εξίσωση γίνεται     y
2 

– 7y + 12 = 0    ⇔          

                                                                                y = 3         ή     y = 4       

                                                                                x
2  

= 3        ή     x
2  

= 4    

                                                                                x = 3±    ή     x ± = 2  

. 

 

2.  
Να λυθεί η εξίσωση     2ηµ

3
x – 3ηµ

2
x – 3ηµx + 2 = 0 

Προτεινόµενη λύση 

Θέτουµε   ηµx = y,    οπότε η εξίσωση γίνεται     2y
3 

– 3y
2 

– 3y + 2 = 0                                                                   

                                                                               (y + 1)(2y
2 

– 5y + 2) = 0                                                          

                                                                               y = –1   ή   y  = 2    ή    y  = 
2

1
  

•      Για   y = –1,  θα είναι   ηµx = –1   ⇔    ηµx = ηµ
2

π − 
 

    

                                                                       x = 2κπ – 
π

2
   ή   x = 2κπ + 

3π

2
,  κ∈ℤ   

•      Για   y = 2,   θα είναι   ηµx = 2     αδύνατη,  εκτός του διαστήµατος   [–1,  1] 

•      Για   y = 
2

1
,   θα είναι   ηµx = 

2

1
   ⇔   ηµx = ηµ

π

6
   

                                                                        x = 2κπ + 
π

6
   ή   x = 2κπ + 

5π

6
,  κ∈ℤ   

 

Σχόλιο  1 

Horner για ρ = –1 
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3. 

 Να λυθεί η ανίσωση     
2

x 3 6 18
 +  > 

x x 3 x 3x

−
− −

      

Προτεινόµενη λύση 

2x – 3x = x(x – 3).      Άρα    Ε.Κ.Π = x(x – 3)≠ 0     

                                                            x 0≠    και   x – 3≠ 0   

                                                            x 0≠    και   x≠ 3 

 

2

x 3 6 18
 +  > 

x x 3 x 3x

−
− −

    ⇔      
x 3 6 18

 +  > 0
x x 3 x(x 3)

−
−

− −
                          

                                                       
2(x 3) 6x 18

+ 0
x(x 3) x(x 3) x(x 3)

−
− >

− − −
    

                                                     
2(x 3) + 6x 18

  > 0   
x(x 3)

− −
−

   

                                                     
2x 6x 9+ 6x 18

  > 0
x(x 3)

− + −
−

                          

                                                     
2x 9

  > 0
x(x 3)

−
−

                                   

                                                       
(x 3)(x + 3)

 > 0   
x(x 3)

−
−

  

                                                       
(x+3)

 > 0   
x

                                      

                                                       x (x + 3) > 0               τριώνυµο οµόσηµο του α = 1  

                                                       x < –3    ή     x > 0      x εκτός των ριζών 

 Και λόγω των περιορισµών     x∈(– ,  3)∞ − ∪ (0,   3)∪ (3,  +∞ )   

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχόλιο  i2  

Σχόλιο  iii2  
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4. 

Να λυθεί η ανίσωση       
2 2

2

2x x +11 5
+  < 

x+1 x 2x 3 x 3− − −
 

Προτεινόµενη λύση  

2x – 2x – 3 = (x + 1)(x – 3).      Άρα   Ε.Κ.Π = (x + 1)(x – 3)≠ 0     

                                                                         x+1 0≠    και   x – 3≠ 0   

                                                                         x 1≠ −    και   x≠ 3 

 

2 2

2

2x x +11 5
+  < 

x+1 x 2x 3 x 3− − −
     

2 2

2

2x x 11 5
     0

x 1 x 2x 3 x 3

+
⇔ + − <

+ − − −
 

                                                        
2 22x x +11 5

+ < 0
x+1 (x+1)(x 3) x 3

−
− −

   

                                                        
2 22x (x 3) x +11 5(x+1)

 < 0
(x+1)(x 3) (x+1)(x 3) (x 3)(x+1)

−
+ −

− − −
 

                                                        
2 22x (x 3) x 11 5(x 1)

< 0
(x+1)(x 3)

− + + − +
−

 

                                                       
3 22x 5x 5x+6

 < 0
(x+1)(x 3)

− −
−

 

                               

                                                        (2x
3 
– 5x

2 
– 5x + 6)(x + 1)(x – 3) < 0.     (1) 

(1)   ⇔    (x – 3) 
1 17

x
4

 − −
−  

 
 

1 17
x

4

 − +
−  

 
 (x + 1) (x – 3) < 0    

                (x – 3 2)
1 17

x
4

 − −
−  

 
 

1 17
x

4

 − +
−  

 
 (x + 1) < 0      

                
1 17

x
4

 − −
−  

 
 

1 17
x

4

 − +
−  

 
 (x + 1) < 0 

                                      Πίνακας µεταβολών προσήµου 

      x   –∞            
1 17

4

− −
          –1              

1 17

4

− +
          3         +∞      

Προσ.               –          0         +             –              0         +                + 

 Γιν. 

 

 

1  17 1+  17
x ( ,    ) ( 1,    )

4 4

− − −
∈ −∞ ∪ −                       

 

 

Σχόλιο  2 

Horner στο πολυώνυµο   

2x
3 

– 5x
2 

– 5x + 6   για   

ρ = 3   και ρίζες του πηλίκου 

Σχόλιο  iii2  

Σχόλιο  iv2  
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5. 

 Να λυθεί η εξίσωση    x – 5 x 6 0+ =  

Προτεινόµενη λύση  

Περιορισµός :    x ≥  0    

x – 5 x 6 0+ =     ⇔     ( )2

x – 5 x 6 0+ =       

Θέτουµε    x  = y ,    οπότε η εξίσωση γίνεται     y
2 

– 5y + 6 = 0     

                                                                                y = 2    ή    y = 3               

                                                                               x 2=    ή   x 3=    

                                                                                x = 4    ή     x = 9    δεκτές αφού  

                                                                                       ικανοποιούν τον περιορισµό 

 

6. 

Να λυθεί  η  εξίσωση     
x  8

2 x    = 6
x

−
−  

Προτεινόµενη λύση  

Περιορισµός :     x > 0 

x  8
2 x    = 6

x

−
−      ⇔     2x x + 8 = 6 x−            

                                                x – 6 x  + 8 = 0     συνεχίζουµε όπως στην άσκηση  5                                 

 

7 .  

Να λυθεί η εξίσωση   
3 34 2x  5 x  +  4 0− =  

Προτεινόµενη λύση  

Θέτουµε    3 2x  = y ,   οπότε  η εξίσωση γίνεται     y
2 

– 5y + 4 = 0        

                                                                                  y = 4   ή   y = 1  

                                                                                 
3 2x 4=     ή    

3 2x 1=       

                                                                                  x
2 

= 64      ή      x
2 

= 1         

                                                                                  x = ± 8      ή      x = ±1   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



6 

 

8. 
Να λυθεί η εξίσωση    (x

2 
– 3x + 1)

2 
– 10(x

2
 – 3x – 3) – 51 = 0      

Προτεινόµενη λύση  

Θέτω     x
2 
– 3x  + 1 = y      ⇒      x

2 
– 3x – 3 = y – 4    

Η  εξίσωση γίνεται        y
2  

– 10(y – 4) – 51 = 0     

                                      y
2  

– 10y – 11 = 0         

                                      y = 11     ή     y  =  –1    

                       x
2 

– 3x + 1 = 11     ή     x
2 

– 3x + 1 = –1      

                       x
2 

– 3x – 10 = 0     ή     x
2 

– 3x + 2 = 0       

                      x = 5   ή   x = –2     ή     x = 1   ή   x = 2 

       

9.  

Να λυθεί η εξίσωση     2x 6 4− =   

 Προτεινόµενη λύση   

Περιορισµός :    2x – 6 ≥  0    ⇔   x  ≥   3  .  

2x 6 4− =    ⇔      ( )2

2x 6− = 24   

                                   2x – 6 = 16 

                                   2x = 22     ⇔     x = 11   δεκτή,  

                                                                           αφού ικανοποιεί τον περιορισµό 

 

10. 

Να λυθεί η εξίσωση    2x+1 x  = 1−  

Προτεινόµενη λύση  

Περιορισµός :       2x + 1 ≥  0   και   x ≥  0     ⇔     2x ≥  –1   και   x ≥  0      

                                                                                   x ≥  –
1

2
   και   x ≥  0 

                                                                                            x ≥  0   

 2x + 1 x  = 1       2x + 1 = 1 + x− ⇔      

                                            22x + 1 =  (1 + x )   

                                            2x + 1 = 1 + x + 2 x     

                                            x = 2 x     ⇔         x
2
 =  4x  

                                                                       x
2
 – 4x = 0 

                                                                       x(x – 4) = 0 

                                                                       x = 0   ή   x – 4 = 0 

                                                                       x = 0   ή   x = 4      δεκτές  αφού 

                                                                                          ικανοποιούν τον περιορισµό 

 

Σχόλιο  3 

Σχόλιο  4 

Σχόλιο  3 

Σχόλιο  4 

Σχόλιο  4 
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11. 

 Να λυθεί η εξίσωση    22x 1 x = x 3− − −  

Προτεινόµενη λύση  

Περιορισµός :    2 2x – 1 ≥  0    ⇔    2 2x  ≥  1        

                                                         2x ≥  
1

2
      

                                                         x  ≥  
1

2
     ⇔     x ≤  – 

1

2
   ή     x ≥  

1

2
 

22x 1  x  = x 3− − −     ⇔   22x 1 = 2x 3− −       

                                               
( )

2
2 22x 1  (2x 3)

2x 3  0                     

 − = −


− ≥


 

                                               
2 22x 1  4x  12x + 9

2x   3                         

 − = −


≥
 

                                               
22x  12x + 10 = 0

3
x                       

2


 −

 ≥


 

                                               
2x  6x + 5 = 0

3
x                

2


 −

 ≥


 

                                               
x = 1   ή   x = 5

3
x                 

2




 ≥


     ⇔     x = 5 

Η τιµή  x = 5   είναι  δεκτή  αφού ικανοποιεί τον περιορισµό. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχόλιο  3 

Σχόλιο  4 
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12.  

Να λυθεί η εξίσωση    x
2 
– 6x – 2 2x 6x 2 1− + =  

 Προτεινόµενη λύση   

Περιορισµός :     2x – 6x + 2 ≥  0      (1) 

x
2 

– 6x – 2 2x 6x 2 1− + =      ⇔      2x – 6x – 1 =  2 2x 6x 2− +       (2) 

Θέτουµε    2x – 6x = y     (3) 

(1)  και  (2)   ⇔     y + 2 ≥  0     και     y – 1 = 2 y 2+  

                               y ≥  –2         και    [ y – 1 ≥  0     και     (y – 1 2) = 4(y + 2) ] 

                               y ≥  –2         και     y – 1 ≥  0     και     2y – 2y + 1= 4ψ + 8 

                               y ≥  –2         και     y ≥  1    και    2y – 6y – 7=  0 

                                                             y ≥  1     και    y = 7    ή    y = –1    ⇔    y = 7 

 

(3)    ⇔    2x – 6x = 7    ⇔    2x – 6x – 7 = 0    ⇔    x = 7   ή   x = –1 

 

 
13. 

Να λυθεί η εξίσωση  3x+1 + x 1 = 7x+1−  

Προτεινόµενη λύση  

Περιορισµός :      ( 3x + 1 ≥  0   και   x – 1 ≥  0    και   7x + 1 ≥  0 )    ⇔   

                            ( 3x ≥  –1   και   x ≥  1    και   7x ≥  –1 )   

                            ( x ≥  –1/3    και   x ≥  1    και   x ≥  –1/7 )    ⇔     x ≥  1 

3x+1 + x 1 = 7x+1−    ⇔    ( 2 23x + 1 + x  1) = ( 7x + 1)−  

                                                      3x + 1 + x – 1 + 2 (3x+1)(x 1)   =  7x 1  − +  

                                                      2 (3x+1)(x 1)  = 3x 1− +      

                                                    
( )2

22 (3x 1)( x 1)  (3x 1)

3x 1  0                                  

 + − = +


+ ≥


 

                                                    

24(3x 1)( x 1)  (3x 1)

3x 1  0                         

 + − = +


+ ≥
 

                                                    
4( x 1)  (3x 1)   ή   3x 1 0

3x   1                                  

− = + + =


≥ −
 

Σχόλιο  4 

Σχόλιο  4 

Σχόλιο  3 
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4x 4  3x 1   ή   3x 1

1
x                                

3


− = + =−


 ≥ −


       

                                                    

1
x   5   ή   x

3

1
x                 

3

 = =−

 ≥ −


      ⇔     x = 5    ή    x = 
1

3
−  

∆εκτή η τιµή   x = 5   λόγω του περιορισµού 

 

14.  

Να λυθεί η ανίσωση    2x 10 > x 1− −  

Λύση  

Περιορισµός :    2x –10 ≥  0    και    x – 1 ≥  0   

                           x – 5  ≥  0      και     x – 1 ≥  0  

                           x ≥  5       και     x ≥  1      ⇔      x ≥  5   

2x 10 > x 1− −      ⇔     2x – 10 > x – 1       

                                             x > 9   δεκτό αφού  ικανοποιεί τον περιορισµό 

 

15. 

Να λυθεί η ανίσωση  x 1 x 7− − ≥ −  

Προτεινόµενη λύση  

Περιορισµός :    x – 1 ≥  0     ⇔     x ≥  1 

 

x 1 x 7− − ≥ −    ⇔   x 1   x 7− ≥ −         (1) 

•       Όταν     x – 7 < 0,    δηλαδή όταν   x < 7  και  λόγω του περιορισµού   1 ≤  x < 7. 

         Τότε   η   (1)  ισχύει  για κάθε  x   (πρώτο µέλος της ανίσωσης  µη αρνητικό ενώ  

                                                                 το δεύτερο αρνητικό)   

         Άρα οι λύσεις  της ανίσωσης είναι    1 ≤  x < 7 

•       Όταν     x – 7 ≥  0,    δηλαδή όταν   x ≥  7  και  λόγω του περιορισµού    x ≥  7. 

         Τότε   η   (1)    ⇔     ( )2

x 1− ≥  (x – 7 2)  

                                            x – 1 ≥  x
2
 – 14x + 49

                   
 

                                           x
2  

– 15x + 50 ≤  0     ⇔      5 ≤  x ≤  10 

        Και επειδή   x ≥  7,    οι λύσεις της ανίσωσης θα είναι   7 ≤  x ≤  10 

Τελικά, από τις δύο περιπτώσεις οι λύσεις της ανίσωσης είναι    1 ≤  x ≤   

 

 

Σχόλιο  4 

Σχόλιο 4 
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16.  

Να λυθεί η εξίσωση     2x
4
 – 5x

3
 + 6x

2
 – 5x + 2 = 0 

Προτεινόµενη λύση  

Για   x = 0,   η εξίσωση γίνεται   2 = 0    αδύνατη 

Για   x≠ 0   θα έχουµε 

2x
4
 – 5x

3
 + 6x

2
 – 5x + 2 = 0     ⇔     2

2

5 2
2x 5x + 6  + 0

x  x
− − =               

                                                            2 2

2

1
x

x

 + 
 

–  5
1

x
x

 + 
 

 + 6 = 0     (1) 

Θέτω   
1

x +  = y
x

   (2) ,       οπότε    

2
1

x
x

 + 
 

= y
2
 

                                                            2 2

2

1
x + + 2 = y

x
      

                                                            2 2

2

1
x +  = y 2

x
−   

H   (1)   γίνεται      2(y
2 

– 2) – 5y + 6 = 0         

                               2y
2 

– 5y + 2 = 0                

                               y = 2     ή     y = 
1

2
    

H   (2)    ⇔     
1

x +  = 2
x

           ή     
1 1

x +  = 
x 2

        

                        x
2  

– 2x + 1 = 0     ή     2x
2 

– x + 2 = 0     

                        x = 1                                  αδύνατη  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχόλιο  5 
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17. 
Να λυθεί η εξίσωση      5x

4 
– 16x

3 
+ 2x

2 
+ 16x + 5 = 0 

Προτεινόµενη λύση  

Για   x = 0,   η εξίσωση γίνεται   5 = 0    αδύνατη 

Για   x≠ 0   θα έχουµε 

5x
4 

– 16x
3 

+ 2x
2 
+ 16x + 5 = 0     ⇔     2

2

16 5
5x 16x + 2 +  + 0

x x
− =         

                                                            5 2

2

1
x

x

 + 
 

–  16
1

x
x

 − 
 

 + 2 = 0     (1) 

 Θέτω      
1

x
x

−  = y     (2)          οπότε    

2
1

x
x

 − 
 

= y
2
 

                                                                  2 2

2

1
x  + 2 = y

x
−         

                                                                  2 2

2

1
x  +  = y 2

x
+                                

H   (1)   γίνεται      5(y
2 

+ 2) – 16y + 2 = 0                

                              5y
2 

– 16y + 12 = 0                       

                              y = 2     ή      y =
6

5
         

H   (2)    ⇔     
1

x  = 2
x

−      ή     
1 6

x  = 
x 5

−            

                         x
2
 – 2x – 1= 0     ή      5x

2 
– 6x – 5 = 0     

                         x =1 2±     ή     x = 
3 34

5

±
 

 

18. 

Να λυθεί η ανίσωση     
2

2

4x 5x 1
  0

2x 5x 3

− +
≥

− +
 

Προτεινόµενη λύση  

Κατ ‘ αρχήν πρέπει   2x
2
–5x + 3 ≠  0  

Είναι   ∆ = 25 –24 =1  και ρίζες του τριώνυµου  οι  x = 1   ή   x =  
3

2
  

Εποµένως πρέπει   x ≠ 1 και  x ≠ 
3

2
  

Με αυτούς τους περιορισµούς η δοσµένη ανίσωση είναι ισοδύναµη µε την  

(4x
2−5x + 1)(2x

2−5x + 3) ≥ 0     (1)  

Το τριώνυµο  4x
2−5x + 1  έχει   ∆ = 9   και ρίζες   x = 1  ή   x = 

1

4
 

Τα τριώνυµα γράφονται     4x
2−5x + 1= 4(x –1)

1
x

4

 − 
 

   και  

Σχόλιο  5 
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                                            2x
2−5x + 3 = 2(x –1)

3
x

2

 − 
 

  

Η   (1)   γίνεται    4(x –1)
1

x
4

 − 
 

2(x –1)
3

x
2

 − 
 

≥ 0    ⇔  

                            8(x –1)
2 1

x
4

 − 
 

3
x

2

 − 
 

≥ 0    (2)      

Επειδή   x ≠ 1 είναι  8(x –1)
2 

> 0 ) 

Η  (2)    ⇔    
1

x
4

 − 
 

3
x

2

 − 
 

≥ 0    ⇔     x ≤ 
1

4
    ή    x > 

3

2
 

 

  


