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4.3     ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ & ΑΝΙΣΩΣΕΙΣ 

 
ΘΕΩΡΙΑ  
1. 

Πολυωνυµική  εξίσωση  
Λέγεται κάθε εξίσωση της µορφής   Ρ(x) = 0,  όπου   Ρ(x)  πολυώνυµο. 

 

2. 

Ρίζα  πολυωνυµικής  εξίσωσης  
Λέγεται κάθε ρίζα του αντίστοιχου πολυωνύµου. 

 

3. 

Μέθοδος  λύσης  πολυωνυµικής  εξίσωσης 
Παραγοντοποίηση. 

 

4. 

Θεώρηµα  ακέραιων ριζών 
Έστω η πολυωνυµική εξίσωση     

ανx
ν 
+  α ν-1 x 

ν-1
  + ….+ α1x + α0 = 0,  µε ακέραιους συντελεστές. 

Αν ο ακέραιος   ρ≠ 0   είναι ρίζα της εξίσωσης,  τότε ο  ρ  είναι διαιρέτης του 

σταθερού όρου  0α . 

 

Επισήµανση :  Οι διαιρέτες του σταθερού όρου είναι  πιθανές  ρίζες. 

 

 

 

ΣΧΟΛΙΑ – ΜΕΘΟ∆ΟΙ 

1. 

Για να λύσω ανίσωση    Ρ(x) > < 0 

α)   Παραγοντοποιώ το   Ρ(x) 

β)   ∆ιαγράφω τους θετικούς και τους αρνητικούς παράγοντες. 

      Προσοχή στους αρνητικούς,  αλλάζουν τη φορά της ανίσωσης.  

γ)   ∆ηµιουργώ πίνακα µεταβολών προσήµου. 

 

2. 

Σηµεία τοµής της  fC   µε τον άξονα   x΄x  
Λύνω την εξίσωση  f(x) = 0. 

 

3. 

Σηµεία τοµής των fC ,  gC   

Λύνω την εξίσωση  f(x) = g(x). 
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4. 

∆ιαστήµατα του άξονα   x΄x  στα οποία η  fC   είναι  πάνω από τον 

άξονα   x΄x  
Λύνω την ανίσωση  f(x) > 0. 

 

5. 

∆ιαστήµατα του άξονα   x΄x  στα οποία η  fC  είναι  κάτω από τον 

άξονα   x΄x : 
Λύνω την ανίσωση  f(x) < 0. 

 

6. 

∆ιαστήµατα του άξονα   x΄x  στα οποία η  fC   είναι  πάνω από τη  gC   

Λύνω την ανίσωση  f(x) > g(x). 

 

 

 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

1. 
Να λυθεί η εξίσωση    x

3 
– 2x

2 
– x + 2 = 0 

Προτεινόµενη λύση  

x
3 

– 2x
2 

– x + 2 = 0    ⇔   2x (x 2) (x 2)− − −  = 0      

                                        2 (x 2)(x 1) − − = 0       

                                          (x – 2)(x – 1)(x + 1) = 0 

                                          x – 2 = 0    ή    x – 1 = 0    ή    x + 1 = 0 

                                          x = 2    ή    x = 1    ή    x = –1 

 

 

2. 
Να λυθεί η εξίσωση    x

4 
+ x

3 
– 4x –16 = 0 

Προτεινόµενη λύση  

x
4 

+ x
3 
– 4x – 16 = 0    ⇔   4 2x 16 + x(x 4)− −  = 0      

                                           2 2 2(x 4)(x + 4) + x(x 4) 0− − =                                     

                                           (x
2 
– 4)(x

2  
+ 4 + x) = 0                                                 

                                           2 2x 4 0   ή    x x 4 0− = + + =  

•      2x 4 0− =     ⇔     2x 4=    ⇔    x = 2   ή   x = –2 

•      2x x 4 0+ + =       ∆ = 1 – 16 = –15 < 0     άρα δεν έχει ρίζες 
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3. 
Να λυθεί η εξίσωση    x

3  
+ 5x

2 
– 6 = 0 

Προτεινόµενη λύση  

Πιθανές ακέραιες ρίζες είναι οι διαιρέτες του σταθερού όρου  6 

                                     ± 1,  ± 2,   ± 3,   ± 6  .  

 

Σχήµα Horner για  ρ = 1  

 

 

 

Η εξίσωση γράφεται    x
3 
+ 5x

2
– 6 = 0   2    (x 1)(x + 6x + 6) = 0  ⇔ −   

                                                                         x 1 = 0−     ή    x
2 

+ 6x + 6 = 0 

∆ = 36 – 24 = 12                                              x = 1   ή    x = 
6 12

2

− ±
 = 

                                                                                             = 
6 2 3

2

− ±
 

 

4. 
Να βρείτε το  λ,  ώστε η εξίσωση   x

4
– (2λ – 1)x

3 
+ 5λx + 2 = 0 να έχει µία 

τουλάχιστον ακέραια ρίζα. 

Προτεινόµενη λύση  

Οι ακέραιες ρίζες που µπορεί να έχει η εξίσωση είναι οι  διαιρέτες του σταθερού 

όρου,   δηλαδή οι      ± 1,     ± 2 . 

Για να είναι το 1 ρίζα,  πρέπει         1
4
– (2λ – 1)1

3 
+ 5λ⋅1 + 2 = 0     

                                                         1 – 2λ + 1 + 5λ + 2 = 0      

                                                         3λ = – 4    ⇔    
4

λ = 
3

−  

Για να είναι το  –1 ρίζα ,  πρέπει       (–1)
4 

– (2λ – 1)( –1)
3 

+ 5λ(–1) + 2 = 0   ⇔  

                                                           1 + 2λ – 1 – 5λ + 2 = 0    ⇔  

                                                           –3λ = –2    ⇔    
2

λ = 
3

 

Για να είναι το  2 ρίζα, πρέπει        2
4
– (2λ – 1)2

3 
+ 5λ⋅2 + 2 = 0    ⇔  

                                                        16 – 16λ + 8 + 10λ + 2 = 0      ⇔  

                                                        – 6λ = –26    ⇔   
26

λ = 
6

 = 
13

3
 

Για να είναι το  –2  ρίζα,  πρέπει     (–2)
4 

– (2λ – 1)( –2)
3 

+ 5λ(–2) + 2 = 0    ⇔  

                                                         16 – (2λ – 1)( –8) – 10λ + 2 = 0      ⇔  

                                                         16 + 16λ – 8 – 10λ + 2 = 0 

                                                         6λ = –10    ⇔    
10 5

λ
6 3

= − = −  

 

                                                          

 

 

 

 

  1      5   0  –6   1 

    1   6          6 

  1   6   6    0 
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5. 
Να δείξετε ότι, για κάθε  κ∈ℝ   η εξίσωση   3x

4 
– 5x

3 
+ κ

2
x

2 
+ 2x + κ +1 = 0   δεν 

µπορεί να έχει ακέραιες ρίζες  

Προτεινόµενη λύση  

Πιθανές ακέραιες ρίζες της εξίσωσης είναι  οι διαιρέτες του σταθερού όρου  1,   

δηλαδή  οι   ± 1 

Αν ο  1  είναι ρίζα,    τότε    3⋅14 
– 5⋅13 

+ κ
2⋅12 

+ 2⋅1 + κ +1 = 0    

                                             3 – 5 + κ
2 

+ 2 + κ + 1 = 0         

                                            2κ + κ + 1 0= ,   που είναι αδύνατη   

                                                                      αφού   ∆ = 1 – 4 = –3 < 0 

 

Αν ο  –1  είναι ρίζα,   τότε    3(–1)
4 

– 5(–1)
3 

+ κ
2
(–1)

2 
+ 2(–1) + κ +1 = 0    

                                              3 + 5 + κ
2 

– 2 + κ + 1 = 0       

                                             2κ + κ + 7 = 0,    που είναι αδύνατη 

                                                                        αφού   ∆ = 1 – 28 = –27 < 0 

 

6.  
Να βρείτε τις τιµές των   κ  και  λ,  ώστε η εξίσωση   x

3 
– (κ – 2λ)x

2 
+ λx +1= 0   να 

έχει το µέγιστο δυνατό αριθµό ακεραίων ριζών. 

Προτεινόµενη λύση  

Οι πιθανές ακέραιες ρίζες της εξίσωσης είναι  οι διαιρέτες του σταθερού όρου   1,   

δηλαδή  οι   ± 1  

Για να ικανοποιείται το πρόβληµα θα πρέπει και οι δύο αριθµοί να είναι ρίζες της 

εξίσωσης, οπότε πρέπει    

3 2

3 2

1 2 1 1 1 0

1 2 1 1 1 0

 − κ− λ + λ⋅ + =

− − κ− λ − +λ − + =

 ( )                      

( ) ( )( ) ( )       
 

                                          
1 2 1 0

1 2 1 0

−κ+ λ+λ+ =

− −κ+ λ−λ+ =

 

                                          
3 2κ = λ+


λ = κ

  

         
           

                                          
3 2λ = λ+


λ = κ

  

         
     ⇔     

1

1

λ=−

κ=−

 

 

 
7.  
Να λυθεί η εξίσωση      x

10 
– 9x

5 
+ 8 = 0 

Προτεινόµενη λύση 

Θέτουµε   x
5  

=  y   

Η εξίσωση γίνεται       y
2 

– 9y + 8 = 0        ⇔   

                                    y = 1       ή       y = 8     

                                    x
5
  = 1     ή       x

5
 = 8  

                                    x = 1       ή      x = 5 8  

 

Βοηθητικός 

άγνωστος 
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8.  

Να λυθεί η εξίσωση      ( )
2

1
x

x
+ – 5 ( )1

x
x

+  + 6 = 0 

Προτεινόµενη λύση 

Περιορισµός :   x≠ 0 

Θέτουµε   
1

x
x

+   
=  y   

Η εξίσωση γίνεται       y
2 

– 5y + 6 = 0     ⇔     y = 2         ή       y = 3 

                                                                      
1

x
x

+  = 2      ή    
1

x
x

+  = 3 

                                                                    2x + 1 = 2x      ή    2x + 1 = 3x 

                                                              2x – 2x + 1 = 0      ή     2x – 3x + 1 = 0 

                                                                              x = 1      ή   
3 ± 5

  x = 
2

 

 

9. 
Να λυθεί η εξίσωση    (x

3
– 7x – 5)

2 
– (2x

3
– 14x) + 17 = 6. 

Προτεινόµενη λύση  

Θέτουµε    x
3 

– 7x = y      (1)   

Η εξίσωση γίνεται    (y – 5)
2 

– 2y + 17 = 6    

                                  y
2
 – 10y + 25 – 2y + 17 = 6                                              

                                  y
2
– 12y + 36 = 0 

                                  (y – 6 2) = 0     ⇔     y – 6 = 0    ⇔     y = 6                                                                                 

Η    (1)   ⇔    x
3
– 7x = 6                                 

                       (x + 1)(x
2 
– x – 6)=0                 

                       x +1 = 0    ή    x
2 
– x – 6 = 0     ⇔  

                       x = –1       ή    x = 3    ή   x = –2  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Βοηθητικός 

άγνωστος 

Horner για   x = –1 
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10. 
Να λυθεί η ανίσωση    x

3 
– 6x

2 
+ 11x – 6  > 0 

Προτεινόµενη λύση  

Πιθανές ακέραιες ρίζες είναι οι διαιρέτες του σταθερού όρου  6 

                                     ± 1,  ± 2,   ± 3,   ± 6  

 

Σχήµα Horner για  ρ = 1  

 

 

Η ανίσωση γράφεται      (x – 1)( 2x  – 5x + 6) > 0  

Οι ρίζες του τριωνύµου είναι   2  ,   3 

Η ανίσωση γράφεται      (x – 1)(x – 2)(x – 3) > 0 

                                         Πίνακας µεταβολών προσήµου 

                x –∞             1             2             3             +∞   

(x – 1)(x – 2)(x – 3)          –      0      +     0       –     0        + 

 

Άρα     1 < x < 2         ή          x > 3 

 

 

11. 
Να λυθεί η ανίσωση     – x

3 
– 2x + 3 < 0   

Προτεινόµενη λύση  

Πιθανές ακέραιες ρίζες είναι οι διαιρέτες του σταθερού όρου  3 

                                     ± 1,   ± 3  

 

Σχήµα Horner για  ρ = 1  

 

 

 

Η ανίσωση γράφεται      (x – 1)(– 2x  – x – 3) < 0  

∆ = 1 – 12 = –11 < 0     άρα το τριώνυµο είναι οµόσηµο του  α = –1   

                                      δηλαδή  αρνητικό  για κάθε  x∈ℝ . 

Η ανίσωση γίνεται    x – 1 > 0    ⇔    x > 1 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  1     –6  11  –6   1 

     1  –5          6 

  1  –5   6    0 

  –1       0  –2   3   1 

    –1  –1       –3 

  –1   –1  –3   0 

Σχόλιο  1 

Σχόλιο  1 
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12. 
Να λυθεί η ανίσωση     x

4 
– 4x

3  
+ 2x

2 
+ 4x – 3 ≥  0 

Προτεινόµενη λύση  

Πιθανές ακέραιες ρίζες είναι οι διαιρέτες του σταθερού όρου  3 

                                     ± 1,   ± 3  

 

 

Σχήµα Horner για  ρ = –1  

 

Η ανίσωση γράφεται      (x + 1)( 3x  – 5 2x + 7x – 3) ≥  0  

 

Σχήµα Horner για  ρ = 1      

 

 

Η ανίσωση γράφεται      (x + 1)(x – 1)( x
2
 – 4x + 3) ≥  0 

Οι ρίζες του τριωνύµου είναι   1 ,    3 

Η ανίσωση γίνεται      (x + 1)(x – 1) (x – 1)(x – 3) ≥  0    ⇔  

                                    (x + 1)(x – 1 2) (x – 3) ≥  0 

                                    (x + 1)(x – 3) ≥  0     ή    x – 1 = 0 

                                    x ≤  –1   ή    x ≥  3     ή    x = 1 

 

 

13.  
Έστω το πολυώνυµο    Ρ(x) = –12x

3 
– 8x

2 
– 8x + 5  

i)    Να γίνει η διαίρεση   Ρ(x) : (–3x +1)    και να γραφεί η ταυτότητα της διαίρεσης.  

ii)   Να λυθεί η ανίσωση   Ρ(x) > 1 

Προτεινόµενη λύση   

i) 

     –12x
3 

– 8x
2 

– 8x + 5    –3x+1 

           12x
3 

– 4x
2
             4x

2 
+ 4x + 4 

               –12x
2 

– 8x + 5       

                 12x
2 

– 4x              

                       –12x + 5      

                         12x – 4     

                                1 

 Ταυτότητα διαίρεσης :      –12x
3 

– 8x
2 

– 8x + 5 = (–3x+1)(4x
2 

+ 4x + 4) +1       (1) 
 

ii)  

–12x
3 

– 8x
2 

– 8x + 5 >1       
( 1 )

⇔      (–3x + 1)(4x
2 
+ 4x + 4) + 1 > 1    

                                                       (–3x + 1) 4(x
2 
+ x + 1) > 0  

                                                       (–3x + 1) (x
2 
+ x + 1) > 0  

∆ = 1 – 4 = –3 < 0 ,     άρα το τριώνυµο είναι οµόσηµο του  α = 1   

                                    δηλαδή  θετικό  για κάθε  x∈ℝ . 

Η ανίσωση γίνεται      –3x + 1 > 0     ⇔     –3x > –1     ⇔    x < 
1

3
 

 

 1     –4  2   4 –3   –1 

   –1  5       –7   3 

 1  –5  7 –3   0 

  1     –5    7  –3   1 

     1  –4          3 

  1  –4    3    0 

Σχόλιο  1 
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14. 
 Έστω  η  πολυώνυµική  συνάρτηση    Ρ(x) = κx

3 
– (2κ + λ)x

2 
– x + 3 

i)   Να βρείτε τις  τιµές  των  κ  και  λ,  ώστε  η  Ρ(x)   να έχει παράγοντες τους  

      x – 1   και   x + 1 

ii)  Για τις τιµές   κ = 1   και   λ = 1,   να προσδιορίσετε τα σηµεία τοµής της  

      γραφικής  παράστασης της συνάρτησης   Ρ(x)  µε τον άξονα  x΄x. 

iii) Να βρείτε τα διαστήµατα του άξονα  x΄x  στα οποία η  γραφική  παράσταση 

     της συνάρτησης   Ρ(x)  βρίσκεται πάνω απόό τον άξονα  x΄x. 

Προτεινόµενη λύση  

i)   

x – 1   παράγοντας  του  Ρ(x)    ⇔    Ρ(1) = 0   

                                                           κ⋅13 
– (2κ + λ)1

2 
– 1 + 3 = 0  

                                                           κ – 2κ – λ – 1 + 3 = 0   

                                                           κ + λ = 2        (1)  

x + 1   παράγοντας του  Ρ(x)    ⇔    Ρ(–1) = 0    

                                                           κ(–1)
3 

– (2κ + λ)( –1)
2 

– (–1) + 3 

   – κ – 2κ – λ + 1 + 3 = 0  

                                                           3κ + λ = 4     (2) 
Λύνοντας το σύστηµα των  (1),  (2)    βρίσκουµε    κ = 1  και  λ = 1  

ii)  
Για  κ =1  και  λ = 1   είναι    Ρ(x) = x

3 
– 3x

2 
– x + 3.                                                          

Λύνουµε την εξίσωση    Ρ(x) = 0    ⇔  

                                       x
3 

– 3x
2 

– x + 3 = 0                                         

                                       x = 1,    x = –1,      x = 3.  

Άρα τα σηµεία τοµής της γραφικής παράστασης µε τον άξονα  x΄x   είναι τα  

A (1, 0),     B (–1, 0) ,    Γ(3, 0) . 

iii)           

Λύνουµε την ανίσωση   Ρ(x) > 0    ⇔  

                                       x
3
–3x

2 
– x + 3 > 0                                         

                                      (x + 1)(x – 1)(x – 3) > 0 

                                         Πίνακας µεταβολών προσήµου 

                x –∞           –1             1              3             +∞   

(x – 1)(x – 2)(x – 3)          –       0      +     0       –     0        + 

 

Άρα    –1 < x < 1    ή    x > 3 

Τα ζητούµενα διαστήµατα  είναι    (–1,  1)∪(3,  +∞ ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Horner για x = 1 

Σχόλιο  2 

Σχόλιο  4 
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15. 
Έστω οι συναρτήσεις    f(x) = x

3 
– x + 13   και    g(x) = 2x +11. 

i)   Να βρεθούν τα κοινά  σηµεία  των  γραφικών παραστάσεων   fC ,  gC  

ii)  Να βρεθούν τα  διαστήµατα  στα οποία η   fC  είναι πάνω από τη  gC  

Προτεινόµενη λύση  

i)  

Λύνουµε την εξίσωση        f (x) = g(x)     ⇔                          

                                            x
3 

– x + 13 = 2x +11                  

                                            x
3 

– 3x + 2 = 0                                                                       

                                            (x – 1)(x
2 

+ x – 2) = 0                

                                            x – 1 = 0   ή   x
2 

+ x – 2 = 0        

                                            x = 1   ή    x = 1   ή   x = –2  

g(1) = 2⋅1 + 11 = 13      και     g(–2) = 2(–2) + 11 = 7 

Εποµένως τα κοινά σηµεία των  fC ,  gC    είναι  τα   A(1 , 13),    B(–2 , 7) 

ii)  

Λύνουµε την ανίσωση        f (x) > g(x)     ⇔                          

                                            x
3 

– 3x + 2 > 0  

                                            (x – 1)(x – 1)(x + 2) > 0 

                                            (x – 1 2) (x + 2) > 0 

                                            x – 1≠ 0   και   x + 2 > 0 

                                            x≠ 1   και   x  > – 2 

Τα ζητούµενα διαστήµατα  είναι    (–2,  1)∪(1,  +∞ ) 

 

 

16. 
∆ίνεται το πολυώνυµο  Ρ(x) = κx

3 
– (κ + λ)x

2 
+ λx + 1. 

i)    Αν   Ρ ( )1

2
− = 7    και    Ρ(–1) = 23,   να αποδείξετε ότι   κ = – 6   και   λ = –5. 

ii)   Για   κ = – 6   και   λ = –5,   να γίνει η  διαίρεση  του   Ρ(x)   µε το πολυώνυµο 

      2x + 1,    και να γραφεί η ταυτότητα αυτής της  διαίρεσης. 

iii) Για   κ = – 6   και   λ = –5,   να λυθεί η ανίσωση    Ρ(x) > 7  

Προτεινόµενη λύση  

i)  

Ρ ( )1

2
− = 7    ⇔     κ ( )

3
1

2
− – (κ + λ) ( )

2
1

2
−  

+ λ ( )1

2
−  + 1 = 7 

                               
1 1 1

κ  (κ + λ)   λ +1 7
8 4 2

− − − =    

                                – κ – 2(κ + λ) – 4λ + 8 = 56 

                                – κ – 2κ – 2λ – 4λ  = 48  

                                3κ + 6λ = – 48 

                                κ + 2λ = – 16     (1) 
Ρ(–1) = 23   ⇔   κ(–1)

3 
– (κ + λ)( –1)

2 
+ λ(–1) + 1 = 23 

                            – κ – κ – λ – λ =22  

                            –2κ – 2λ = 22                    

                            κ + λ = –11       (2) 

Horner για x =1 

Σχόλιο  6 
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Λύνοντας το σύστηµα  των  (1),  (2)   βρίσκουµε    κ = – 6    και    λ = –5 

ii)  

Για τις παραπάνω τιµές των  κ  και  λ  είναι    Ρ(x) = – 6x
3 
+ 11x

2 
– 5x + 1     

 – 6x
3 

+ 11x
2 
– 5x + 1    2x+1 

    6x
3 

+ 3x
2
                   –3x

2 
+ 7x – 6 

          14x
2 

– 5x + 1 

          –14x
2 

– 7x 

           –12x + 1 

            12x + 6 

                     7 

Ταυτότητα διαίρεσης     – 6x
3 

+ 11x
2 
– 5x + 1= (2x + 1)( –3x

2 
+ 7x – 6) + 7      (3) 

iii)  

Ρ(x) > 7     
( 3 )

⇔      (2x + 1)( –3x
2 

+ 7x – 6) + 7 > 7       

                             (2x + 1)( –3x
2  

+ 7x – 6) > 0                                                      

                             (2x + 1)( –3x
2 

+ 7x – 6) > 0      

                                            ∆ = 49 – 72 = –23 < 0     άρα το τριώνυµο είναι οµόσηµο 

                                                                                    του  α = –3,  δηλαδή αρνητικό. 

Η ανίσωση γίνεται    2x + 1 <  0    ⇔     2x <  –1     ⇔     x < 
1

2
−             

 

 

17. 

Να λυθεί η ανίσωση   (x
2−7x + 12)(x

2−4x + 4)(x
2 
+ x + 5) ≤ 0     

Προτεινόµενη λύση  

Η  ∆  του τριωνύµου   x
2−7x + 12  είναι  ∆ = 1 > 0  και οι ρίζες του  3  και  4.  

Άρα    x
2−7x + 12 = (x – 3)(x – 4) 

Η  ∆  του τριωνύµου   x
2−4x + 4  είναι  ∆ = 0  και η διπλή ρίζα του το  2.   

Άρα   x
2−4x + 4 = (x – 2)

2
 

Η  ∆  του τριωνύµου    x
2 
+ x + 5  είναι  ∆ = – 19 < 0. 

Άρα το τριώνυµο είναι οµόσηµο του  α = 1  για κάθε  x∈ℝ ,  δηλαδή θετικό. 

Εποµένως η δοσµένη ανίσωση  γράφεται   (x – 3)(x – 4)(x – 2)
2
 ≤ 0    ⇔   

                                                                     (x – 3)(x – 4) ≤ 0   ή   x – 2 = 0   ⇔  

                                                                     3≤ x ≤ 4   ή   x = 2 

 

 

   

 

 

 

 
 


