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ΜΑΘΗΜΑ   3                              

2.2    Πράξεις – Συζυγής   
         Ασκήσεις  
          Εξισώσεις –  Από σχέση σε σχέση                        

 
ΑΣΚΗΣΕΙΣ  
1. 
Αν  1 2z  , z   είναι οι ρίζες της εξίσωσης   2z 2z 7= −   ,  να αποδείξετε ότι  

1 2

1 2

3z  + 2i + 3z
3 i

z z 5
= +

−
. 

Προτεινόµενη  λύση     

2z 2z 7= −     ⇔     2z 2z 7− + = 0      

                                1z + 2z = 2
1
−−  = 2 ,      1z 2z = 7

1
 = 7 

1 2

1 2

3z  + 2i + 3z

z z 5−
 = 1 2

1 2

3(z z ) 2i

z z 5

+ +
−

 = 
3 2 2i

7 5

⋅ +
−

 = 
6 2i

2

+
 = 3 + i 

 
 
2. 

Αν  1 2z  , z   είναι οι ρίζες της εξίσωσης   22
z 3 z

3
= − − ,   να αποδείξετε ότι  

1 2

1 2

2i z z 3 4i

1 z z 7

− − +
= −

−
 

Υπόδειξη       
22

z 3 z
3

= − −     ⇔     3z  = –9 – 22z    ⇔     2 2z + 3z + 9 = 0   

και   ακολούθησε την άσκηση  1 
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Παραγοντοποίηση 
 

3. 
Αν γνωρίζουµε ότι η εξίσωση  2z z 0  µε  ,α + +β = α β∈ℝ   έχει ρίζα το µιγαδικό   
1 2i− ,  να βρείτε τους  α , β . 
Προτεινόµενη  λύση     
Η ρίζα επαληθεύει την εξίσωση       α(1 2i− 2) +1 2i− + β = 0 

                                                          α [1 – 4i + (2i 2) ] +1 2i− + β = 0 

                                                          α [1 – 4i – 4] +1 2i− + β = 0 

                                                          – 3α – 4αi +1 2i− + β = 0 

                                                          (– 3α + 1 + β) – (4α + 2) = 0 

                                                          – 3α + 1 + β = 0    και    4α + 2 = 0 

                                                           β = 3α  – 1           και    α  = – 
1
2

 

                                                           β = 3(– 
1
2

)  – 1   και    α  = – 
1
2

 

                                                           β = – 
3
2

 – 1         και    α  = – 
1
2

 

                                                           β = – 
5
2

               και    α  = – 
1
2

 

 
   
4. 
Στο σύνολο  ℂ   να λυθεί η εξίσωση    3 2z  + 3z  + 3z + 9 = 0 

Προτεινόµενη  λύση     

3 2z  + 3z  + 3z + 9 = 0    ⇔    3 2(z 3z ) (3z 9) 0+ + + =    

                                                2z (z + 3) + 3(z + 3) = 0 

                                                (z + 3)( 2z +3) = 0  

                                                z + 3 = 0    ή    2z +3 = 0  

                                                z  = –3       ή    2z = –3   

                                                z  = – 3      ή    z = 3 i    ή     z = – 3 i     

 
 
5. 
Στο σύνολο  ℂ   να λυθεί η εξίσωση    3 2z  + 2z  + 2z + 1 = 0. 

Υπόδειξη       
Ακολούθησε την άσκηση  4 
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Παραγοντοποίηση 
Σχήµα  Horner 
 

6. 
Στο σύνολο  ℂ   να λυθεί η εξίσωση    3 2z 2z 2z 1 0− + − =  

Προτεινόµενη  λύση     

3 2z 2z 2z 1 0− + − =      ⇔    (z3– 1) – 2( 2z –  z) = 0 

                                              (z – 1)( 2z + z + 1) – 2z(z – 1) = 0  

                                              (z – 1)( 2z + z + 1 – 2z) = 0 

                                              (z – 1)( 2z  –  z + 1) = 0 

                                              z – 1 = 0     ή     2z –  z + 1 = 0             (∆ = 1 – 4 = –  3 ) 

                                              z – 1 = 0     ή     z = 
1 i 3

2
±  

 
7. 
Στο σύνολο  ℂ   να λυθεί η εξίσωση    3 2z  + 3z  + 3z 7 0− =  

Υπόδειξη .                                                                                                     
Σχήµα  Horner   µε έναν από τους διαιρέτες  ± 1 ,  ± 7   του  7. 
Η εξίσωση γίνεται  (z – 1)( 2z + 4z + 7) = 0 
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8. 
Να δείξετε ότι, δύο από τις ρίζες της εξίσωσης   3z 1=    είναι ρίζες και της εξίσωσης   

( )11 11z 1 z 1 0+ − − = . 

Προτεινόµενη  λύση     

3z 1=      (1)    ⇔    3z 1− = 0        

                                  (z – 1)(2z + z + 1) = 0         

                                  z – 1 = 0     ή     2z + z + 1 = 0 

                                  z = 1           ή     z + 1 = – 2z     (2)     

•      Όταν   z = 1,   τότε      ( )11 11z 1 z 1+ − −  =  ( )11 111 1 1 1+ − −   

                                                                       = 112 – 1 – 1 = 112 – 2 ≠ 0 
 

•      Όταν    z + 1 = – 2z ,   τότε   ( )11 11z 1 z 1+ − −  
(2)

=  ( )112z− – 11z  – 1       

                                                                                  = – 22z – 11z  – 1 

                                                                                  = – ( )73z z – ( )33z 2z – 1 

                                                                                 
(1)

=  – 71 z – 31 2z – 1 

                                                                                  =  – z –2z – 1 

                                                                                  =  – 2z – (z + 1)  

                                                                                
(2)

=  z + 1 – (z + 1) = 0 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Από µικρότερο εκθέτη  
σε  µεγαλύτερο 
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Αντί να δουλεύουµε 
 µε δύο µιγαδικούς   
  z1 , z2 δουλεύουµε  

µε έναν,   τον  1

2

z
z

 

9. 
Αν    1 2z  , z   είναι οι ρίζες της εξίσωσης   2z 2z 2 0+ + = ,   να βρείτε κάθε   *ν∈ℕ ,  ώστε να 

ισχύει    ν ν

1 2z  + z = 0. 

Προτεινόµενη  λύση     

∆ = 4 – 8 = – 4 ,         1,2z  = 2 i 2
2

− ± ⋅  =  –1 ± i 

1

2

z
z

 = 1 i
1 i
− +
− −

 = 1 i
1 i
−
+

 = (1 i)(1 i)
(1 i)(1 i)
− −
+ −

 = 
2

2 2
1 2i i

1 i
− +
−

 = 1 2i 1
1 1
− −
+

 = 2i
2
−  = – i  

ν ν

1 2z  + z  = 0    ⇔        ν ν

1 2z z= −           

                                    1
2

z
z

ν

ν  = –1       1 2z ,z  

                                   1

2

z
z

ν
 
 
 

= –1     ⇔     ( )i ν− = –1      (1) 

 

•       Για   ν = 4κ ,         είναι   ( )4i κ−  =  1 ,    δεν ικανοποιείται η   (1) 

•       Για   ν = 4κ + 1 ,   είναι   ( )4 1i κ+−  = ( )4i κ− (– i)  

                                                              =  1(– i) = – i ,  δεν ικανοποιείται  η   (1) 

•       Για   ν = 4κ + 2 ,   είναι   ( )4 2i κ+−  = ( )4i κ− (– i 2)   

                                                               =  1(–1) = –1     ικανοποιείται  η   (1) 

•       Για   ν = 4κ + 3 ,   είναι   ( )4 3i κ+−  = ( )4i κ− (– i 3)   

                                                               = 1( i ) = i ,   δεν ικανοποιείται η   (1) 
Εποµένως   ν = 4κ + 2 ,  κ∈ℤ . 
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10. 
Στο σύνολο   ℂ   να λύσετε την εξίσωση    2z 4 z 4 0− συνθ⋅ + = ,   όπου   0 < θ < π ,   
Στη συνέχεια, να αποδείξετε ότι, καθώς το  θ   µεταβάλλεται στο διάστηµα  ( )0,  π ,  οι 

εικόνες των ριζών της παραπάνω εξίσωσης κινούνται στον κύκλο που έχει κέντρο την  
αρχή των αξόνων και ακτίνα  2. 

Προτεινόµενη  λύση     

∆ = 16 2συν θ  – 16 = – 16 (1 – 2συν θ ) = –16 2ηµ θ  

z = 4 4i
2

συνθ± ηµθ  = 2(συνθ±ηµθ ) = 2συνθ ± 2ηµθ  

2z  = (2συνθ 2) + (2ηµθ 2)  = 4 2συν θ+ 4 2ηµ θ  = 4( 2συν θ+ 2ηµ θ ) = 4⋅1 = 4 

Άρα   z  = 2 ,   οπότε η εικόνα του  z  κινείται στον κύκλο που έχει κέντρο την αρχή  

των αξόνων και ακτίνα  2. 

 

 
11. 
Στο σύνολο   ℂ   να λύσετε την εξίσωση    2 2 2z 4 z 4 9 0,  όπου  θ .− συνθ⋅ + συν θ+ ηµ θ = ∈ℝ   
Στη συνέχεια, να αποδείξετε ότι, καθώς το  θ    µεταβάλλεται στο  ℝ ,  οι εικόνες των ριζών 
της παραπάνω εξίσωσης κινούνται σε µια έλλειψη. 
Προτεινόµενη  λύση     

∆  = 16 2συν θ  – 4(4 2συν θ  + 9 2ηµ θ )  

    = 16 2συν θ  – 16 2συν θ  – 36 2ηµ θ  

    = –36 2ηµ θ  

z = 4 6i
2

συνθ± ηµθ  = 2συνθ  + 3iηµθ     ή     2συνθ  – 3iηµθ      

 Έστω   z = x + yi 

 Θα είναι     x = 2συνθ      και    y = ± 3ηµθ     ⇒  

                   2x = 4 2συν θ    και   2y = 9 2ηµ θ  

                   2συν θ  = 
2x

4
   και   2ηµ θ  = 

2y
9

 

Αλλά    2συν θ  + 2ηµ θ  = 1 ,     άρα   
2x

4
 + 

2y
9

 = 1   που είναι εξίσωση έλλειψης. 
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12. 
Στο σύνολο   ℂ   να λύσετε την εξίσωση  

( )2 2 2z 4 z 4 0,  όπου  θ 0 , πηµ θ⋅ − ηµθ⋅ + + συν θ = ∈ .    

Στη συνέχεια, να αποδείξετε ότι, καθώς το  θ    µεταβάλλεται στο διάστηµα  ( )0 ,  π ,   

οι εικόνες των ριζών της παραπάνω εξίσωσης κινούνται σε µια υπερβολή. 

Προτεινόµενη  λύση     

∆  =  16 2ηµ θ  – 4 2ηµ θ (4 + 2συν θ ) 

    =  16 2ηµ θ  – 16 2ηµ θ  – 4 2ηµ θ 2συν θ  

    =  – 4 2ηµ θ 2συν θ  

z = 2
4 2i  

2
ηµθ± ηµθ συνθ

ηµ θ
 = 2

ηµθ
 ±  i συνθ

ηµθ
 

Έστω   z = x + yi 

Θα είναι     x = 2
ηµθ

      και      y = ± συνθ
ηµθ

      ⇒  

                  x ηµθ  = 2    και      y ηµθ  = ± συνθ  

                 ηµθ  = 2
x

      και      y 2
x

 = ± συνθ  

                 ηµθ  = 2
x

      και     συνθ  = ±  y 2
x

 

Αλλά    2συν θ  + 2ηµ θ  = 1 ,     άρα    2
4
x

 + 
2

2
4y
x

 = 1 

                                                              4 + 4 2y  = 2x  

                                                             2x – 4 2y  =  4 

                                                            
2x

4
 – 2y  = 1   που είναι εξίσωση υπερβολής 

 
13. 
Έστω  *z∈ℂ   και   { }ν 0,1∈ −ℕ , έτσι ώστε να ισχύει   ν ν 1z  + z +. . .+ z + 1− = 0 .   

Να αποδείξετε ότι   2010ν 2010z z−= . 

Προτεινόµενη  λύση     

ν ν 1z  + z +. . .+ z + 1− = 0    ⇒      (z – 1) ( ν ν 1z  + z +. . .+ z + 1− ) = 0  

                                                    1zν+ –  1 = 0 

                                                    1zν+ = 1  

                                                    zν ⋅z  = 1  

                                                    zν  = 1
z

 

                                                    zν  =  1z−  

                                                    (zν 2010)  =  ( 1z− 2010)     ⇒     2010 2010−=z zν  
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Από µεγαλύτερο  
εκθέτη σε µικρότερο 

14. 

Για τους   *
1 2z  , z ∈ℂ   δίνεται ότι   1 2

2 1

z z
 +  = 1

z z
.  Να αποδείξετε ότι   

 i)   3 3
1 2z  + z  = 0                                          ii)    ( )2

1 2 1 2z z z z− = − . 

 Προτεινόµενη  λύση     

i) 
1 2

2 1

z z
 +  = 1

z z
    ⇒    2

1z  + 2
2z  = 1 2z z     

                             21z  – 1 2z z + 2
2z  = 0     (1) 

                              (1 2z  + z )( 2
1z – 1 2z z + 2

2z ) = 0⋅( 1 2z  + z ) 

                             3 3
1 2z  + z  = 0 

 
ii)  

( )2

1 2 1 2z z z z− = −     ⇔      2
1z  – 2 1 2z z + 2

2z  = – 1 2z z  

                                           21z  – 1 2z z + 2
2z  = 0    που ισχύει από την  (1) 

 
 
15. 
Αν  *z∈ℂ   και   2z z 1 0− + = ,  να αποδείξετε ότι      i)   3z 1= −  
                                                                                     ii)   5z 1 z= −  
                                                                                    iii)   8 8z z 1−+ = − . 
Προτεινόµενη  λύση     

2z z 1 0− + =     ⇒    2z z 1= −     

i) 
3z  = 2z ⋅z  = (z – 1)z  = 2z – z  = z – 1 – z  = –1 

 
ii)  

5z  = 3z ⋅ 2z  =  –1(z – 1) = 1 – z  
 
iii)  

Αρκεί να δειχθεί ότι   8z + 8
1
z

 = –1  

                                   16z + 1 = – 8z      

                                   16z + 8z  = –1. 
 
Είναι   8z  =  5z ⋅ 3z  =  (1 – z)( –1)  =  z – 1     (1) 

           16z =  ( 8z 2)  =  (z – 1 2)  =  2z – 2z + 1 = z – 1 – 2z + 1  =  – z     (2) 

(1) + (2)    ⇒     16z + 8z  =  – z + z – 1 = –1 
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Από µικρότερο  
εκθέτη σε µεγαλύτερο 

16. 

Αν  *z∈ℂ   και    
1

z + 1
z
= − ,  να αποδείξετε ότι   5 11

5 11

1 1
z  +  = z  + 

z z
. 

Προτεινόµενη  λύση     

Η υπόθεση     
1

z 1
z

+ = −     ⇒      2z + 1 = – z     ⇒      2z  = – z – 1      (1) 

Αρκεί να αποδείξουµε ότι     5 11
5 11

1 1
z  +  = z  + 

z z
 

                                              16z + 6z  =  22z  + 1       (A) 
                           Θα εκφράσουµε κάθε µία από τις δυνάµεις 
 

(1)   ⇒       4z  =  (– z – 1 2)  =  2z + 2z + 1  
(1 )

=   – z – 1 + 2z + 1  =  z      (2) 

                  6z  =  4z 2z  =  z (– z – 1)  =  – 2z – z  
(1 )

=   z + 1 – z  =  1       (3) 

                  16z  =  ( 4z 4)   
( 2 )

=   4z   
( 2 )

=    z       (4) 

(3) + (4)     ⇒     16z + 6z  =   z + 1      (5)  

                  22z  =  16z 6z   
( 4 ) ,( 3 )

=   z . 1  =  z     ⇒      22z  + 1 = z + 1     (6) 

Από τις   (5) , (6)     ⇒       16z + 6z  =  22z  + 1    δηλαδή  η  (Α) 
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17. 

∆ίνεται ο µιγαδικός   1

1 3
z i

2 2
= − +   και  ο   2 1z 1 z= + .  Να αποδείξετε ότι 

i)       2
1 11 z + z 0+ =  

ii)        3
1z 1=  

iii)       2ν ν

2 1z  = z ,  όπου   *ν∈ℕ . 

Προτεινόµενη  λύση     

i) 

2
1z  =  

2
1 3i
2 2

 − + 
 

 =  1
4

 –  2 1
2

3
2

 i  –  3
4

 = – 1
2

– 3
2

 i 

2
1 11 + z  + z  =  1 

1 3
i

2 2
− +  – 1

2
 – 3

2
 i  =  0 

 
ii)  

2
1 11 + z  + z = 0     ⇒      2

1z  = – 1 – 1z  

3
1z  = 2

1z  1z  =  (–1 – 1z ) 1z   =  – 1z – 2
1z  =  – 1z – (–1 – 1z ) = – 1z + 1 + 1z  = 1 

 
iii)  

2
2z  = (1 + 1z 2)  =  1 + 2 1z + 2

1z  = 1 + 2 1z – 1 – 1z  =  1z  

Άρα    ( 2
2z )ν  =  1zν     ⇒      2ν ν

2 1z  = z  
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18. 
Για τους   *

1 2z  , z ∈ℂ   δίνεται ότι  2 2
1 2z + z = 0.      

i)   Να αποδείξετε ότι   10 10
1 2z  + z  = 0 

ii)    Να βρείτε το µικρότερο   *ν∈ℕ  για τον οποίο ισχύει   ν ν

1 2z  = z  

Προτεινόµενη  λύση     

2 2
1 2z  + z  = 0     ⇒       2

1z  = – 2
2z  

                                   
2
1
2
2

z
z

 = –1 

                                   
2

1

2

z
z
 
 
 

=  –1         (1) 

 
i) 
Αρκεί να δειχθεί ότι   10

1z  = – 10
2z  

                                   
10
1
10
2

z
z

 = –1 

                                   
10

1

2

z
z
 
 
 

=  –1 ,  που ισχύει από την  (1), υψώνοντας στην 5η  

 
ii)  

(1)   ⇒    1

2

z
z

 = ±  i    

Θέλουµε να είναι       1zν  =  2zν  

                                   1
2

z
z

ν

ν  = 1 

                                   1

2

z
z

ν
 
 
 

= 1     ⇔     (± i )ν = 1 

Άρα ο µικρότερος  *ν∈ℕ  είναι   ο   4 ,  αφού  για  ν = 1,  2,  3   δεν επαληθεύεται . 
 
 
 
 
 


