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3.10     ΕΠΙΛΥΣΗ ΤΡΙΓΩΝΟΥ 
               Ασκήσεις σχολικού  βιβλίου σελίδας  120 - 122 

A΄  Οµάδας 
1.    
∆ύο πύργοι  Α  και  Β  βρίσκονται εκατέρωθεν  
ενός ποταµού.  Ένας παρατηρητής  Π  βρίσκεται  
προς το ίδιο µέρος του ποταµού µε τον πύργο  Α.   
Αν στο τρίγωνο  ΠΑΒ  είναι  ΠΑ = 300m,  Α̂  = 63ο    
και   Π̂  = 56ο,  να βρείτε την απόσταση των πύργων 
Α  και  Β. 
Λύση 
Β̂  = 180ο – Α̂ – Π̂  = 180ο – 63ο – 56ο = 61ο  

Νόµος ηµιτόνων:    0 0

300

56 61

ΑΒ
=

ηµ ηµ
    ⇒      ΑΒ = 0

300

61ηµ
 056ηµ  

 
 
2.     
Ένας συλλέκτης ηλιακής ακτινοβολίας  
µήκους  5 m  είναι τοποθετηµένος στην οροφή  
ενός κτιρίου, όπως δείχνει το διπλανό σχήµα.   
Να υπολογίσετε το µήκος του βραχίονα µε τον  
οποίο στηρίζεται ο συλλέκτης. 
Λύση 
Θέλουµε να υπολογίσουµε το µήκος του τµήµατος   ∆Γ 

ˆ∆ΑΓ = 50ο – 35ο = 15ο  
ˆΓ∆Α = 90ο + 35ο = 125ο   σαν εξωτερική του τριγώνου  ∆ΒΑ 

 

Νόµος ηµιτόνων στο τρίγωνο  Γ∆Α:     015

∆Γ

ηµ
 =  0

5

125ηµ
   ⇒     ∆Γ = 

0

0

5 15

125

ηµ

ηµ
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3.     
Στο διπλανό σχήµα να αποδείξετε ότι: 

       i)   Γ∆ = 
d. x

(y x)

ηµ

ηµ −
            

       ii)  ΑΓ = 
d. x. y

(y x)

ηµ ηµ

ηµ −
 

Λύση 
i) 
y = x + 1Γ̂    σαν εξωτερική του τριγώνου  ∆ΒΓ    ⇒     1Γ̂  = y – x  

Νόµος ηµιτόνων στο τρίγωνο  Γ∆Β :   
x

Γ∆

ηµ
 =  

d

(y x)ηµ −
   ⇒     Γ∆  =  

d. x

(y x)

ηµ

ηµ −
   

 
ii) 
Στο τρίγωνο  ΑΓ∆  είναι  ΑΓ = Γ∆ ηµy. 

Αντικατάσταση του  Γ∆:     ΑΓ =  
d. x

(y x)

ηµ

ηµ −
 ηµy     ⇒     ΑΓ = 

d. x. y

(y x)

ηµ ηµ

ηµ −
 

 
 
4.     
Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχει τρίγωνο  ΑΒΓ  µε  α = 30,  β = 10  και  Β = 31ο. 
Λύση 
                                                             Αν υπήρχε τέτοιο τρίγωνο, µε το νόµο 

                                                             ηµιτόνων  θα είχαµε   0

30 10

31
=

ηµΑ ηµ
          ⇒        

                                                                                                 10 ηµΑ =  30 ηµ31ο  ⇒     

                                                             ηµΑ = 3 ηµ31ο  >  3 ηµ30ο = 3⋅
1

2
 = 1,5  > 1, 

                                                             που είναι άτοπο. 
 
 
 
 
5.     
Να υπολογίσετε τη γωνία  θ   

του διπλανού σχήµατος.   

Λύση 

Νόµος συνηµιτόνων:     

( )
2 2 24,25 2 3 2 2 3= + − ⋅ ⋅ ⋅συνθ   ⇒  

18,06 = 4 + 9 – 12 συνθ             ⇒  

12 συνθ = 13 – 18,06     ⇒     12 συνθ = – 5,06     ⇒      συνθ 
5,06

12
−  
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6.                                                                                           έλος 
Να υπολογίσετε το µήκος του έλους                                                                     

του διπλανού σχήµατος  

Λύση 

Νόµος συνηµιτόνων:     

2 2 2 042 55 2 42 55 62ΑΒ = + − ⋅ ⋅ ⋅συν  =  

           1764 + 3025 – 4620⋅συν62ο = 4789 – 4620⋅συν62ο 

 
 
 
7.      
Να υπολογίσετε τη γωνία  θ  του ορθογωνίου  
κουτιού  του διπλανού σχήµατος. 
Λύση 
Με Πυθαγόρεια θεωρήµατα υπολογίζουµε τις  
πλευρές του  ΑΒΓ τριγώνου. 

2
ΒΓ =  260 + 240  = 3600 + 1600 = 5200 

2
ΑΓ =  260 + 220  = 3600 + 400 = 4000 

2
ΑΒ =  240 + 220  = 1600 + 400 = 2000 
 
Νόµος συνηµιτόνων στο τρίγωνο  ΑΒΓ :     2

ΑΓ  = 2
ΑΒ + 2

ΒΓ -2.ΑΒ.ΒΓ.συνθ                     

                                                                 4000  = 2000 + 5200 – 2 2000 5200συνθ     

                                                                             22000 5200συνθ = 3200       

                                                                           100.20 100.52συνθ = 1600    

                                                                              1020  10 52 συνθ = 1600       

                                                                                  25  2 13 συνθ = 16      

                                                                                          65 συνθ = 4                

                                                                                      συνθ = 
4

65
 = 

4 65

65
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8.     
Να αποδείξετε ότι σε κάθε τρίγωνο  ΑΒΓ  ισχύει η ισότητα 

               
συνΑ

α
 +  

συνΒ

β
 +  

συνΓ

γ
 =  

2 2 2

2

α +β + γ

αβγ
 

Λύση 

συνΑ = 
2 2 2

2

β + γ −α

βγ
    ⇒      

συνΑ

α
 = 

2 2 2

2

β + γ −α

αβγ
 

κυκλικά                                   
συνΒ

β
 = 

2 2 2

2

γ + α −β

αβγ
 

                                                
συνΓ

γ
 = 

2 2 2

2

α +β − γ

αβγ
 

Προσθέτουµε:     
συνΑ

α
 +  

συνΒ

β
 +  

συνΓ

γ
 =  

2 2 2

2

α +β + γ

αβγ
 

 
 
9.     
Να αποδείξετε ότι σε κάθε τρίγωνο  ΑΒΓ  ισχύει η ισότητα 
                            βσυνΓ + γσυνΒ = α 
Λύση 

βσυνΓ + γσυνΒ  =  β 
2 2 2

2

α +β − γ

αβ
 +  γ 

2 2 2

2

γ + α −β

αγ
     

                            =  
2 2 2

2

α +β − γ

α
 +  

2 2 2

2

γ + α −β

α
    =    

22

2

α

α
  =  α  

 
 
10.    
Αν σε ένα τρίγωνο  ΑΒΓ ισχύει η ισότητα    βσυνΓ = γσυνΒ,   να αποδείξετε ότι   
β = γ   και αντιστρόφως. 
Λύση 

βσυνΓ = γσυνΒ     ⇔       β 
2 2 2

2

α +β − γ

αβ
 =  γ 

2 2 2

2

γ + α −β

αγ
            

                                          
2 2 2

2

α +β − γ

α
  =  

2 2 2

2

γ + α −β

α
           

                                          2 2 2
α +β − γ   =  2 2 2

γ +α −β         

                                          22β   =  2 2
γ           

                                         2β   =  2
γ    ⇔     β   =  γ    
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11.    
Αν σε ένα τρίγωνο  ΑΒΓ ισχύει η ισότητα    α =2βσυνΓ,   να αποδείξετε ότι   
β = γ   και αντιστρόφως. 
Λύση 

α =2βσυνΓ    ⇔     α = 2β 
2 2 2

2

α +β − γ

αβ
          

                                α = 
2 2 2

α +β − γ

α
     

                               2α  =  2 2 2
α +β − γ          

                               2β   =  2
γ    ⇔     β   =  γ    

 
 
 

Β΄ Oµάδας 

1.  

Αν σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει η ισότητα Β = 2Α  , να αποδείξετε ότι  

i) συνΑ = 
β

2α
     ii) β2 – α2 = αγ 

Λύση 

i) 

Β = 2Α  ⇒  ηµΒ = ηµ2Α ⇔ ηµΒ = 2ηµΑ συνΑ  

                                               
β

2R
 = 

α
2

2R
⋅ συνΑ  ( νόµος ηµιτόνων)  

                                               συνΑ = 
β

2α
  

ii)  

α
2 = β2 + γ2 – 2βγσυνΑ   

(i)

⇔  α2 = β2 + γ2 – 2βγ⋅
β

2α
 

                                              α
3 = αβ2 + α γ2 – β2

γ 

                                             α
3 – α γ2 = αβ2  – β2

γ 

                                                  α(α2–γ2)= β2(α – γ)  

                                        α(α – γ) (α + γ) = β2(α – γ) 

οπότε αν α ≠ γ τότε α(α + γ) = β2 ⇔ αγ = β2 – α2 

ενώ αν α = γ τότε Α = Γ  οπότε λόγω και της Β = 2Α  θα ήταν Α = Γ = 45ο και 

εποµένως Β = 90ο  τότε η ζητούµενη σχέση  β2– α2 = αγ  γίνεται  

β
2 = α2 + γ2  η οποία ισχύει  
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2.     
Στο διπλανό σχήµα να αποδείξετε ότι : 

            Γ∆ = α(συνx – ηµx) 

Λύση 

Το τρίγωνο  ΒΑ∆   είναι ορθογώνιο και  

ισοσκελές. 

Φέρουµε  ΒΚ⊥Α∆Γ,  οπότε και το τρίγωνο  ΒΚ∆  είναι ορθογώνιο και  ισοσκελές. 

Στο τρίγωνο  ΒΚΓ   ισχύει    ΚΓ = ασυνx    και    Κ∆ = ΚΒ = αηµx 

Εποµένως     Γ∆  =  ΚΓ  –  Κ∆  =  ασυνx – αηµx  =  α(συνx – ηµx) 
 
 
 
3.i)    
Αν σε ένα τρίγωνο  ΑΒΓ ισχύει η ισότητα    β = αηµΒ    να αποδείξετε ότι το τρίγωνο 
είναι ορθογώνιο. 
Λύση 

β = αηµΒ   ⇔    2R ηµΒ = 2R ηµΑ ηµΒ         

                           1 =  ηµΑ         

                            Α = 90ο  
 
 
 
3.ii)    
Αν σε ένα τρίγωνο  ΑΒΓ ισχύει η ισότητα    αηµΑ = βηµΒ + γηµΓ   να αποδείξετε ότι 
το τρίγωνο είναι ορθογώνιο. 
Λύση 

αηµΑ = βηµΒ + γηµΓ     ⇔     
2R 2R 2R

α β γ
α = β + γ        

                                                  2 2 2
α = β + γ       ⇔       ορθογώνιο 

 
 
4.     
Αν σε ένα τρίγωνο  ΑΒΓ ισχύει η ισότητα    ασυνΑ = βσυνΒ   να αποδείξετε ότι το 
τρίγωνο είναι ορθογώνιο  ή  ισοσκελές 
Λύση 
ασυνΑ = βσυνΒ    ⇔     2R ηµΑ συνΑ = 2R ηµΒ συνΒ      

                                        ηµ2Α = ηµ2Β                                   

                                        2Α = 2Β   ή    2Α + 2Β = 180ο            

                                        Α = Β   ή     Α + Β = 90ο                

                                        Α = Β   ή    Γ = 90ο  
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5.     
Να αποδείξετε ότι σε κάθε τρίγωνο  ΑΒΓ  ισχύει η ισότητα 

                             
α −β

α +β
 = εφ

2
Α−Β .εφ

2
Γ  

Λύση 
α −β  = 2RηµΑ – 2RηµΒ  

          = 2R(ηµΑ – ηµΒ)  

          = 2R 2ηµ
2

Α−Β συν
2

Α+Β  =  4R ηµ
2

Α−Β ηµ
2
Γ          (1) 

α +β  = 2RηµΑ + 2RηµΒ  

          = 2R(ηµΑ + ηµΒ) 

          = 2R 2ηµ
2

Α+Β συν
2

Α−Β  =  4R συν
2
Γ συν

2
Α−Β       (2)           

(1)
(2)

  ⇒    
α −β

α +β
 = εφ

2
Α−Β .εφ

2
Γ  

 
 
6.     
Στο διπλανό σχήµα να αποδείξετε ότι: 

                 2
ΒΓ  = 

5 3 2

2

+ συν θ
 

Λύση 

Νόµος συνηµιτόνων στο τρίγωνο  ΟΒΓ:    

2
ΒΓ  = 2

ΟΒ  + 2
ΟΓ – 2 ΟΒ⋅ΟΓ⋅συν(180ο – θ)      (1) 

 
Από το τρίγωνο  ΓΟΒ  έχουµε   ΟΓ = ΟΑ συνθ  =  1 συνθ = συνθ. 

Θυµόµαστε ότι     συν(180ο – θ) = συνθ 
 

(1)  ⇒     2
ΒΓ = 1 + 2

συν θ  – 2⋅1 συνθ (– συνθ) =  

                           1 + 2
συν θ  + 2 2

συν θ  =  

                           1 + 3 2
συν θ  = 

                           1 + 3 
1 2

2

+συν θ
 = 

2 3 3 2

2

+ + συν θ
 = 

5 3 2

2

+ συν θ
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7.     

Να αποδείξετε ότι για το διπλανό  

παραλληλόγραµµο ισχύουν οι ισότητες 

i)   2 2 2 2x y 2 2+ = α + β  

ii)  (ΑΒΓ∆) = 2αβηµω 

Λύση 

i) 

Νόµος συνηµιτόνων στο τρίγωνο  ΟΑΒ:  2x  = 2
α + 2

β – 2αβ συνω 

Νόµος συνηµιτόνων στο τρίγωνο  ΟΒΓ:  2y  = 2
α + 2

β – 2αβ συν(180ο – ω)  

                                                                         = 2
α + 2

β – 2αβ(– συνω)   

                                                                          = 2
α + 2

β  + 2αβ συνω 

Άρα   2 2 2 2x y 2 2+ = α + β  
 
ii) 

(ΑΒΓ∆) = 4 (ΟΑΒ) = 4. 
1

2
 α.β ηµω  =  2αβ ηµω   

 


